Chapitre 11 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

I1-1. Introduction

La théorie de la fonctionnelle de la densité ou DFT, constitue actuellement I'une des
méthodes les plus utilisées dans les calculs des propriétés structurales, optiques,
électroniques de la matiére, aussi bien en physique de la matiére condensée qu’en physique
quantique [1,2]. De nombreux théoriciens ont contribué a 1’essor de ces méthodes de
calcul, il y a eu parallélement le développement de 1’informatique qui a permis de faire de

la simulation numérique avec comme point de départ 1’équation de Schrédinger [3].

Des etudes menées sur I'ensemble des matériaux existants sont nombreuses, et ont
donné des résultats fiables en les comparants avec les mesures expérimentales. Parmi ces
méthodes, la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) est I'une des
plus précises, actuellement, pour le calcul de la structure électronique. Ainsi, la rapidité de
calcul de la méthode FP-LAPW est impressionnante par rapport aux autres méthodes de
premier principe [4,5].

11-2. Equation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger est une équation fondamentale en mécanique quantique,
qui permet la détermination des états quantiques possibles de la particule. L’état
stationnaire des particules est décrit par I'équation de Schrddinger (11.1). En effet, tout
corps cristallin peut étre considéré comme un systeme unique composé de particules

légéres et lourds, électrons et noyaux [6,7].

HY=EY¥Y (1.2)
Ou :
E est I'énergie totale du cristal.
H est I'opérateur hamiltonien.
Y est la fonction d'onde du systeme, fonction des coordonnées des noyaux et des
électrons.

\lep( M,ro,........ ,Rl,Rz,.........).

ri (i=1.....N; ) représente les coordonnées des électrons, N, est le nombre d’électrons.

Ri (i=1....N,) sont les coordonnées des noyaux, N, est le nombre d'atomes dans le systéme.
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H représente I'énergie totale du systéme, qui est représenté par 1’équation :

H=T¢ +Ty +Vpe +Veet Vin
1) L'énergie cinétique totale des électrons :
Te =3y Ti = 2oy (— h2A;)/2m)
Avec :
B =h /21 =1.05457 .10°4].
m est la masse de 1’¢lectron.

2) L’énergie cinétique totale des noyaux

Th= Za T, = ggl(_ tha)/ZM)

Avec M est la masse du noyau.

3) L'énergie d'interaction des électrons entre eux :

2
1 e _1
Vee = ) Zi;tj T -1 2 Zi;tj Vij

| ri—rTj |
4) L'énergie d'interaction des noyaux entre eux:

1 Z.Zge? 1
Vin = 2 Za#:[} [Ra—Rg| = YazpVap

ZqetZp sont la charge des noyaux a et f3.
5) L'énergie d'interaction noyaux-électron :

2
— Ne Ng Zge — \Vv'Ne Na
Vne—'2i=1 a=1| R |_ i=1 a=1Via
ri o

Donc L'équation de Schrddinger sera sous la forme suivante :

(Te+Tn+Vne+Vee+Vnn)‘I,=E‘P

(11.2)

(11.3)

(11.4)

(I1.5)

(I1.6)

(I1.7)

(11.8)

L'équation (11.8) contient plusieurs variables, il est plus qu'évident que I'on ne saurait

obtenir une solution car il s'agit d'un probleme a N corps. La difficulté dans un calcul de

premier principe réside dans la forte interaction inter-électronique. Le déplacement d'un

électron est corrélé a celui des autres électrons du systéme et pour cette raison, la fonction

d'onde de I'état fondamental vrai ne pourra pas étre exprimée comme un produit de

|g
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fonctions d'onde d'électrons individuels. Dans le prochain paragraphe nous allons discuter
les différents niveaux d'approximation nécessaires a la résolution de I'équation de

Schrédinger pour un systéme complexe.

11-2.1. Approximation de Born-Oppenheimer

Cette approximation [8] s'est basé sur le fait que la masse d’un noyau quelconque
nettement supérieure a celle de 1’électron. Pour cette raison, le mouvement des noyaux par
rapport aux électrons peut étre négligé. Par conséquent, on considére que les électrons
évoluent dans un potentiel créé par des atomes fixes. Dans ce contexte, 1’énergie cinétique
des noyaux est nulle (Tn=0) 1’énergie coulombienne (Vn, due a la répulsion entre les
noyaux) devient une constante. A ce stade, nous passons d’un probléme pour lequel il nous
fallait résoudre 1’équation de Schrodinger d’un systéme a N électrons + M noyaux, a la
résolution de I’équation de Schrdodinger pour un systéme a N électrons ressentant le

potentiel des noyaux. Donc I’hamiltonien des électrons H est donné par :
He=Te+VeetVen (1.9)

Aprés substitution on obtient I'équation:

2

1 Zy 2
He= 53, (—h%4)/2m) +3 Tz i Sata T (1.10)

et
|ri—rj| ~SE1SE=1 |

L'éguation de Schrodinger devient sous la forme suivante :

2
Na Zye

=1 | 77— Rq |

1 e?
(i (= h?A;)/2m)+ 5 Ziqtj [ ] - e} 1 ¥e(r,RQ) = Ee (RQ) Yelr, RQ)
(=T

(11.11)

Avec :

V. est la fonction d’onde des électrons.

E. est I'énergie des électrons qui se déplacent dans le champ électrique créé par les noyaux
fixes.

V. et Ee ne dépendent que des coordonnées des noyaux R.

11-2.2. L'approximation de Hartree et de Hartree-Fock

En 1928, Hartree fut le premier a proposer 1’hypothése du champ moyen: chaque

électron evolue dans un potentiel effectif génere par les noyaux et les autres électrons.
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Dans l'approximation de Hartree la fonction d’onde totale s’écrit comme un produit de

fonctions d’onde a une particule, orthogonales entre elle [1,9] :
We=W1(r1))XWa(r2) XWs(rs)eeeeeeeeeennns Wn(rn). (1-12)

En 1930, Fock a montré que la méthode de Hartree ne tient pas en considération du
principe d’exclusion de Pauli (deux ¢électrons ne peuvent pas étre simultanément dans le
méme état quantique) par rapport a 1I’échange de deux électrons. La méthode de Hartree-
Fock est la méthode de Hartree avec 1’introduction de principe de Pauli, il permet une
résolution plus approchée de I’équation de Schrodinger d’un systéme quantique a n
électrons et N noyaux dans laquelle la fonction d’onde poly-électronique est écrite sous la

forme d’un déterminant de Slater composé¢ de spin orbitales mono-électroniques [10]:

WeX1,X2..Xne) =1 [V Ne! Di(x1)  Da(xq) : De(X1) (11.13)

Di(xy)  Di(xn) Dpe(Xne)
Avec :
®@j est la fonction d'onde mono-électronique qui dépend des coordonnées spatiales et du
spin des électrons, nommeée la spin-orbitale.

1 /7/Ne! est un facteur de normalisation [10].

11-2.3. Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

Comme son nom I’indique, c’est une théorie qui utilise la densité électronique en tant
que fonction fondamentale au lieu de la fonction d’onde comme c’est le cas dans la

méthode de Hartree [11] et Hartree-Fock. [12].

En fait, I’idée d’utiliser la densité électronique trouve son origine dans les travaux de
Thomas et Fermi qui ont tentés d’exprimer 1’énergie totale d’un systéme en fonction de sa
densité électronique en représentant son énergie cinétique selon une fonctionnelle de cette
grandeur. Cependant, la précision obtenue était inférieure a celle de Hartree-Fock a cause

de I’absence du terme d’échange-corrélation.
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Dirac a amelioré cette théorie en ajoutant au modele de Thomas et Fermi une énergie
d’échange fonctionnelle de la densité électronique. Mais le terme de corrélation

électronique était toujours absent dans cette nouvelle approche.

11-3. Théoremes et Equations de Hohenberg-Kohn

Le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) est basé sur les

deux théorémes de Hohenberg et Kohn [13].

Premiérement, Hohenberg et Kohn ont montrés qu’il existe une correspondance
biunivoque entre le potentiel extérieur et la densité électronique p(r) permettant de
représenter le premier comme une fonctionnelle de 1’état fondamental de la deuxi¢me. Par
consequent, 1’énergie totale du systtme a 1’état fondamental est également une

fonctionnelle unique universelle de la densité électronique, soit:
E=E[p(r)] (11.14)

Ce théoréme est a la base de la théorie de la fonctionnelle de la densité et explique
I’appellation qui lui a été donnée. Ceci difféere de la méthode Hartree-Fock, dans laquelle

I’énergie totale du systeme est fonction de la fonction d’onde.

Une conséquence immédiate de ce théoreme est que la densité électronique
détermine de fagon unique 1’opérateur hamiltonien du systéme. Ainsi, en connaissant la
densité électronique, l’opérateur hamiltonien peut étre déterminé et a travers cet

hamiltonien, les différentes propriétés du matériau peuvent étre calculées.

Deuxiémement, Hohenberg et Kohn ont montrés que : pour un potentiel V extet un
nombre d’électrons N donnés, 1’énergie totale du systéme atteint sa valeur minimale

lorsque la densité p(r) correspond a la densité exacte de 1’état fondamental po(r) :

E(po)=minE(p) (1.15)
La fonctionnelle de 1’énergie totale de I’état fondamental s’écrit comme suit :

E[p(r)] =Fux[p)]+] p(r) Veudr (11.16)

Ou Vextreprésente le potentiel externe agissant sur les particules et F[p(r)] représente la
fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn, avec :



Chapitre 11

Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

Flp(N)] = (¥|T + Vext |¥) (11.17)

La connaissance de cette fonctionnelle permet de déterminer 1’énergie totale et la
densité de charge de 1’état fondamental pour un potentiel externe donné, en utilisant le
principe variationnel. Malheureusement, le théoréme de Hohenberg et Kohn ne donne

aucune indication de la forme de F [p(1)].

11-3.1. Les équations de Kohn-Sham

Comme nous I’avons vu précédemment, la fonctionnelle de Hohenberg et Kohn
regroupe deux termes (T, et Vee) eux-mémes fonctionnelles de la densité. Seulement, leur
expression analytique pour le systéme de N électrons interagissant est inconnue. Et pour ce
la Kohn et Sham [14] proposent une méthode pratique permettant d’utiliser la théorie de la
fonctionnelle de la densité. Tout d’abord ils supposent qu’il existe un systéme fictif de N
électrons indépendants de méme densité p(r) que le systéme d’électrons en interaction. En
se basant sur ce systéeme de référence, il est alors possible de donner une expression exacte
a I’¢énergie cinétique d’un systtme de N ¢lectrons non interagissant comme une

fonctionnelle de la densité p(r).

(a) (b)

Figure 11-1 : (a) : systeme réel constitué de plusieurs électrons en interaction.

(b) : systéme fictif constitué de plusieurs électrons non interagissant de méme

énergie et de méme densité électronique que le systeme réel.

Kohn et Sham. ont montré que la vraie densité est donnée par la solution auto
cohérente (self consistent) de I’ensemble des équations a une particule de type

Schradinger, appelées équations de Kohn et Sham [6,7,14,15] :
{-1/2 V2+V .5 ()} @(r) = & Di(r) (11.18)

p() =YL, | @®i(v)| (11.20)
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Avec Vxc (1) : Le potentiel d’échange et de corrélation qui est donné par :

a
Vi(r) = 25 801 (11.21)

Et Vu(r) le potentiel de Hartree qui définie par :

1

|r—r'|

Vu(r) = [ p(r") dr’ (11.22)

L’¢énergie de I’état fondamental est obtenue a partir de la résolution des équations de

Kohn et Sham a I’aide de 1’équation suivante :

E(p) = iy & -/ p() 15y drdr™+ Exc(p) —[ Vixe(r) p()dr (11.23)

Comme nous ’avons vu plus haut, la seule ambiguité dans I’approche de Kohn et
Sham [14] est le terme d’échange-corrélation, et pour ce la, la DFT reste inapplicable car
ce dernier reste inconnu. Pour trouver cette ambiguité il faut approximer ce potentiel
d’échange —corrélation, deux approximations sont étudiée : 1’approximation de la densité

locale (LDA) et I’approximation de gradient généralisé (GGA).

a) Approximation de la densité locale (LDA)

L’approximation la plus répandue pour calculer le terme d’échange et corrélation est
I’approximation de la densité locale (Local Density Approximation), ou LDA [16]. Dans
cette approximation, la fonctionnelle d'échange-corrélation est considérée comme
totalement locale et la densité d'énergie d'échange-corrélation en un point r est prise
comme étant celle d'un gaz homogene d'électrons possédant la méme densité électronique

[17]. Ce qui revient & poser les deux hypotheses suivantes :

e Les effets d’échange-corrélation sont dominés par la densité située au point 7;

e Ladensité p(7) est une fonction variant lentement vis-a-vis de 7.

Cette approximation consiste donc a considérer que la contribution de E,. [p(#)] a
I’énergie totale du systéme peut étre additionnée de fagon cumulée a partir de chaque
portion du gaz non uniforme comme s’il était localement uniforme. L'énergie d’échange-

correlation (LDA) peut étre écrite sous la forme:

Ex2 [p(P)]=f sxcp(@ [p(] dr’ (11-24)
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Calcul du potentiel e

’ 1 , OE
k-s() =Vex(N)+ [ p(r) = dr'+ ;s([r;;(r)]

Résolution de I’équation de

{-1/12 V2+Vs (1)} ©(r) = & ©i(1)

Calcul de la nouvelle densité élec

p(n) =X, | @)

Champ Calcul des

Non oul

auto -cohérent

propriétés

Figure 11-2 : Processus itératif pour la résolution des équations de Kohn-Sham.
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Dans laquelle & [p(7)] représente 1’énergie d’échange et de corrélation par

¢lectron dans un gaz d’électrons dont la distribution est supposée uniforme.

A partir de &[p(#)] le potentiel d’échange-corrélation V,LPA(#) peut étre obtenu

d’une fagon variationnelle selon I’équation [18] :

LpA_Sexcp(@) lp@) )
L ey (11-25)

Pour les systemes magnétiques, le spin électronique introduit un degré de liberté
supplémentaire et la LDA doit étre alors étendue a I’ Approximation de la Densité Locale
de Spin (LSDA: Local Spin Density Approximation), ou I’énergie d’échange et corrélation

est fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas :

Ex?> [T, pd1=/ p(Mec(pT (), p(r)d)dr (11-26)

La LDA suppose que la fonctionnelle [ p (¥)] est purement locale. Cette énergie

est divisée en deux termes:
exc(p(r))=ex(p(r))+ec(p(r)) (11-27)

Ou : & [ pz;) ] est 1’énergie d’échange et is [ p(?)] est I’énergie de corrélation.
L’énergie d’échange pour un gaz d’¢électrons uniforme est donnée, en p par la formule de

Dirac-Fermi et définie, en unités atomiques comme suit :

gLAD[ p(1) ] = 0.4581/r, (11-28)

Avec p = (4nr;3/3)™ le terme de corrélation a été estimé en premier par Wigner par

0.44
rs+7.8

LAD[p(r ]=- (1n-29)

Par ailleurs, 1’énergie de corrélation d’un gaz d’électrons libres a ét¢ modélisée par
Ceperly et Alder et a été donnée par Perdew et Zunger[19] par :

-0.1423
1+0.333473+1.5 29, /7

elp(r) 1= (11-30)

eLAD[ p(r) ] = -0.048 + 0.0311 In 1, -0.0116 75 +0.002 75 In T, (11-31)
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existe d’autres paramétrisations pour 1’énergie de corrélation d’un gaz d’électrons

homogene dont celles de Kohn et Sham.Hedn [20] et Lundgvist et Perdew et Wang [21].

b) L’approximation du gradient généralisé (GGA)

Pour améliorer certains nombres de probléme de la LDA (ou LSDA) pour certaines
applications, il faut introduire des termes en gradient dans 1’expression de 1’énergie
d’échange et de corrélation, c.a.d tenant compte de 1’inhomogénéité de la densité
électronique. Cette amélioration est connue sous le nom de L’approximation du gradient

généralisé (GGA, Generalized Gradient Approximation) [22]. Ainsi la fonctionnelle Exc

[p (ﬁ] rend compte du caractere non uniforme du gaz d’électrons]

Dans ce cas, la contribution de Exc [p(ﬁ] a I’énergie totale du systéme peut étre
additionnée de facon cumulée a partir de chaque portion du gaz non uniforme comme s’il

était localement non uniforme. Elle s’écrit de la forme :

ESSA0p M1=] p @) &xc[p ()|Vp ()|1dr (11.32)

OU & [p (N|Vp ()] représente 1’énergie d’échange-corrélation par électron dans un

systéme d’¢électrons en interaction mutuelle de densité non uniforme.

L’utilisation des fonctionnelles de type GGA permet d’accroitre de fagon
significative la précision des calculs en comparaison avec la description fournie par la
LDA en particulier pour I’énergie de liaison des molécules. Ce qui est a ’origine de

I’utilisation massive de la DFT par les chimistes dans les années 90.

I1-4. Le pseudopotentiel

Dans les molécules et les composées solides, on peut faire la distinction entre deux
types d’¢lectrons, les ¢électrons de valence et les électrons de cceur. Les électrons de
valence sont les seuls électrons a intervenir dans les liaisons chimiques, tandis que les
¢électrons de cceur sont localisés preés du noyau, sont affectés par les modifications de
I'environnement atomique, ils ne participent pas directement dans les liaisons chimiques.
Donc, on peut regrouper les €lectrons du cceur avec les noyaux, pour former des ions
rigides, dont les états €électroniques resteront inchangés quel que soit I’environnement dans

lequel I’atome sera placé; c’est I’approximation du cceur gelé [23].
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Avec cette approximation, Le systéme que l'on traite & présent n'est plus le systeme
{noyau + électrons} mais {[noyau + électrons de cceur] +électrons de valence}= {"ions"+
électrons de valence}. Donc, I'étude est limitée a la recherche du comportement des

électrons de valence dans le potentiel partiellement écranté par les électrons de ceeur.

L'idée de base de la méthode du pseudopotentiel est de remplacer le potentiel
d'interaction coulombien du noyau et les effets des €lectrons de cceur, fortement liés, par un

potentiel effectif interagissant seulement avec les électrons de valence (figure 1.3).

Figure 11-3 : lllustration schématise le potentiel de tout- électron (lignes continues) et
pseudo-électron (lignes discontinues) et leurs fonctions d’ondes correspondantes

(Mlustration tirée de la reférence).

D’apreés la figure II-3 les fonctions d’onde W(r) représentants les électrons de valence
sont remplacés par des pseudo-fonctions d’onde W¥™(r). Le rayon r. est le rayon qui
délimite la région du cceur, plus ce rayon sera éleve, et plus les pseudo-fonctions d’ondes

et le pseudo-potentiel seront lisses [24].

11-4.1. Méthodes des ondes planes

Cette méthode constitue la base d'un ensemble de méthodes dites des ondes planes
telles que la méthode des ondes planes orthogonalisées et celle des ondes planes
augmentées Pour résoudre 1'équation de Schrodinger HY = WE , en tenant compte de la
périodicité du réseau cristallin, on choisit une forme particuliére de la fonction d'onde

établie par Bloch.

Wk(r)=uk(r)exp(ikr) (1-33)



Chapitre 11 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

Pour le calcul de la relation de dispersion En(k) on fait appel a I'équation séculaire ou
la connaissance de I'expression décrivant le potentiel cristallin est nécessaire. D'autre part,
ce calcul exige que le nombre d'ondes planes utilisées soit suffisamment grand ce qui rend

la tache difficile, d’ou on obtient une faible convergence [25].

11-4.2. Intégration de la zone de Brillouin et points k

L’idée du théoréme de Bloch a permis de simplifier un systéme infini d’équations en
un systeme fini mais pour un nombre infini de points k qui sont présents dans cette zone a
cause du nombre infini d'électrons. Pour calculer 1’énergie du systéme, il faut intégrer la
zone de Brillouin (ZB) et Pour atteindre a intégration précise, il faut échantillonner la zone
de Brillouin (ZB) le plus finement possible. Ceci nécessite 1’utilisation d’un maillage trés
dense, ce qui allonge considérablement les temps de calcul. Pour diminuer le nombre de

points d’intégration, on peut utiliser les symétries du systéme [26].

I1-5. Le code de CASTEP

Les codes de calcul dans tous les domaines et spécialement 1’état de la matiére,
solide liquide ou gaz ont étaient mise en service ces deux ou trois dernieres décennies.
Devenus de plus en plus sophistiqués pour décrire plus précisément 1’interaction des
phases. Ces codes utilisent les méthodes Ab initio ou le premier principe, utilisant les
constantes atomiques pour résoudre 1’équation de Schrodinger. La DFT (densité
fonctionnelle théorie) implantée dans ces codes c’est imposée comme meilleur méthode,
pour le calcul quantique de la structure électronique de la matiere.

Des techniques de simulation par ordinateur est de plus en plus importante dans la
compréhension des propriétés physiques des matériaux. Les calculs ont été effectués a
partir des premiers principes avec des ondes planes (Plane Wave Pseudo Potential :

PWPP). La méthode est mise en ceuvre dans le programme de simulation CASTEP) [27].

Ce logiciel a été développé par le professeur M.C.Payne [28] et commercialisé par
Accelerys. CASTEP développé dans le groupe de la théorie de la matiere condensée a
I'Université de Cambridge, Royaume-Uni, c’est un programme qui emploie la théorie
fonctionnelle de la densité (DFT) pour simuler les propriéetés des solides, et peut prédire les
propriétes, y compris les constantes élastiques, les propriétés structurales, les structures de
bande, la densité d'états, les densités de charge et les propriétés optiques. Ce code sert a

simuler 1’énergie total par [’utilisation de I’intégration spéciale des Kpoints dans la

|g
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premiere zone de Brillouin avec une base d’ondes plans pour I’expansion des fonctions
d’ondes et la sommation dans cette zone s’effectuée sur les vecteurs d’ondes produits par
la méthode de Monkhorst et Pack [29]. CASTEP fonctionne sous Windows, l'interface
utilisateur est conforme aux normes de Microsoft, nous permettant d'interagir avec des
modéles graphiques 3D et d'analyser les calculs a travers des boites de dialogue simples

qui nous semblera familier a tout utilisateur de Windows.

CASTEP est un logiciel souple qui apporte certaines simulations des matériaux et la
technologie de modélisation les plus avances au monde. Il exploite la puissance de votre
Microsoft Windows et les serveurs linux pour exécuter des calculs avancés et fournir des
résultats directement sur votre ordinateur. Ce logiciel combine la mécanique quantique,
mécanique moléculaire, modélisation, et la simulation comme instrument d'analyse et les
corrélations statistiqgues dans un environnement de modélisation facile a utiliser. Il rend
simple pour communiquer des idées liées a la structure des matériaux, aux propriétes et a
résoudre des problemes critiques dans les industries chimiques et des matériaux. Avec
nous pouvons créer de meilleurs matériaux de par leur conception. CASTEP peut étre
utilisé efficacement pour étudier les propriétés des défauts ponctuels (lacunes, interstitiels,
et les impuretés de substitution) et les défauts étendus (pour les joints de grains, par
exemple et des dislocations) dans les semi-conducteurs et d'autres matériaux [30].

11-6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que la théorie de la DFT mise en place par Kohn,
Hohenberg et Sham dans les années 60 permet d’approcher la densité électronique de 1’¢état

fondamental d’un gaz d’électrons sans avoir a calculer sa fonction d’onde exacte. Cette
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théorie trés répandue en physique du solide est utile pour évaluer finement les propriétés

des matériaux a I’échelle atomique. Il est important de pouvoir calculer quantiquement de
tel systéme a moindre coftit grace a la DFT d’une part et aux méthodes physico-numériques
employées d’autre part. Ainsi les pseudopotentiels permettent de réduire la taille de
I’Hamiltonien en évitant de calculer les électrons du cceur de ’atome, c’est a dire en
limitant les calculs aux électrons de valence. De plus les bases particuliéres employées

permettent de faciliter les calculs.
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